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Úvod
Technické rezervy a ich výška predstavujú základný faktor k určovaniu
úrovne solventnosti a ratingu poist’ovne. Hodnoty vykazované jednotlivými
poist’ovňami podliahajú pŕısnej kontrole regulátora, ktorého v ČR predsta-
vuje Česká národná banka. Preto je nastavenie správnej výšky technických
rezerv jedným z kl’učových aspektov vedúcich k úspešnému a konkurencie-
schopnému postaveniu poist’ovne na trhu.
V predloženej práci sa zameriame na oblast’ neživotného poistenia, konkrétne
na stanovovanie odhadu jednej zo základných technických rezerv - rezervy
na poistné plnenia. Rezerva na poistné plnenia je d’alej členená na dve časti,
rozdelené podl’a druhov poistných udalost́ı, ktoré rezerva kryje. Obsahom
práce bude predstavenie jedného z možných pŕıstupov k výpočtu odhadu tzv.
IBNR rezervy - rezervy určenej na krytie poistných udalost́ı vzniknutých do
konca bežného účtovného obdobia, ale v tomto účtovnom obdob́ı doposial’
poist’ovni nehlásených. Tento pŕıstup je známy pod označeńım Mńıchovský
Chain Ladder.
Práca je rozčlenená do troch kapitol. Prvá kapitola uvádza do problema-
tiky odhadu INBR rezervy v neživotnom poisteńı. V úvodnej časti ka-
pitoly poṕı̌seme základné tzv. trojuholńıkové schémy dát a vysvetĺıme
obecné prinćıpy použ́ıvané pri výpočte odhadu rezerv. V krátkosti pribĺıžime
základné metódy rezervovania a prejdeme k najčasteǰsie použ́ıvanej metóde
stanovenia odhadu IBNR rezervy - klasickej Chain Ladder metóde.
Ďalej vysvetĺıme základný prinćıp výpočtu SCL metódy a jej aplikáciu
na dva typy dát, na škody vzniknuté a škody vyplatené. V jednotlivých
podkapitolách sa podrobneǰsie zameriame na nedostatky metódy a pre
lepšiu názornost’ uvedieme i praktický pŕıklad a grafické ukážky založené
na použitých dátach. Na poṕısanom pŕıklade ukážeme systematickú chybu
tejto metódy - podrezerevovanost’ resp. nadrezervovanost’ výsledných odha-
dov. Tento nedostatok je v d’aľśıch častiach práce ukázaný i na obecných od-
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vodeniach. Snaha o jeho odstránenie viedla k modifikácíı klasického výpočtu
známej ako Mńıchovská metóda.
Na modifikovaný Mńıchovský výpočet sa zameriame v druhej časti
práce. Uvedieme predpoklady metódy a vysvetĺıme prinćıp modifikovaného
výpočtu odhadu rezervy. Základná úvaha Mńıchovského modelu spoč́ıva
v predpoklade korelácie medzi vzniknutými a vyplatenými škodami a jej
následnom využit́ı vo výpočte IBNR rezervy. Ciel’om tejto úvahy je elimino-
vat’ systematickú chybu detekovanú u SCL metódy. Výpočet sa však súčasne
stáva zložiteǰśım a časovo náročneǰśım.
Obsahom poslednej kapitoly je praktický výpočet. Ukážeme si odhady
jednotlivých parametrov potrebných k výpočtu a poṕı̌seme špecifické,
neštandardné situácie a ich možné riešenie. Ďalej aplikujeme klasickú Chain
Ladder metódu i Mńıchovskú Chain Ladder metódu na reálne dáta a zhod-
not́ıme jednotlivé výsledky odhadov rezerv. Porovnáme jednotlivé metódy,
uvedieme upravené výpočty použ́ıvané v praxi a doplńıme i grafy a diagramy
založené na použitých reálnych dátach.
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Kapitola 1
Úvod k Mńıchovskej metóde
Chain Ladder
Poistenie je nástrojom krytia dôsledkov náhodných udalost́ı. V priebehu
poistnej doby môžu nastat’ poistné udalosti, ktorých likvidácia môže trvat’
aj celé roky. V praxi sa takéto pŕıpady vyskytujú najmä pri škodách na
zdrav́ı, ktoré sa nemusia prejavit’ bezprostredne po poistnej udalosti, ale
môžu sa objavit’ až po značnom čase. Kompenzácia takýchto škôd je po-
tom vel’mi zd́lhavá a náročná. K plneniu uvedených záväzkov z poist’ovacej
alebo zaist’ovacej činnosti, ktoré sú pravdepodobné alebo isté, ale neistá je
ich výška alebo okamih, ku ktorému vzniknú, je poist’ovňa resp. zaist’ovňa
povinná vytvárat’ technické rezervy1. Zásady pre stanovenie výšky a pre in-
vestovanie prostriedkov týchto rezerv sú vymedzené zákonom. V stručnosti
uvedieme legislat́ıvny rámec, ktorý upravuje technické rezervy v neživotnom
poisteńı v Českej Republike:
• zákon č. 277/2009 Zb., o poist’ovńıctve
• vyhláška č. 434/2009 Zb.
• zákon č. 39/2004 Zb.
• vyhláška č.303/2004 Zb.
1pararagraf 51 odstavec (1) zákona č. 277/2009 Zb.
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V oblasti neživotného poistenia rozlǐsujeme nasledujúce základné typy tech-
nických rezerv:
• rezerva na nezaslúžené poistné
• rezerva na poistné plnenia
• rezerva na prémie a zl’avy
• vyrovnávacia rezerva2
• rezerva poistného neživotných poisteńı
• rezerva na splnenie záväzkov z ručenia za záväzky Českej kancelárie
poistitel’ov podl’a zvláštneho právneho predpisu
• iné rezervy
V d’aľsom texte sa budeme venovat’ rezerve na poistné plnenia, ktorá je
určená na krytie záväzkov z poistných udalost́ı:
1. hlásených do konca bežného účtovného obdobia, ale v tomto účtovnom
obdob́ı doposial’ nezlikvidovaných (v anglickej terminológii je táto hod-
nota označovaná skratkou RBNS3)
2. vzniknutých do konca bežného účtovného obdobia, ale v tomto
účtovnom obdob́ı doposial’ poist’ovni nehlásených (pre túto čast’ re-
zervy sa vžilo označenie IBNR4)
Rezerva tiež môže zahŕňat’ predpokladané výdaje spojené s likvidáciou po-
istných udalost́ı a znižuje sa o predpokladanú výšku regresov5, na ktoré má
poist’ovňa v súvislosti s poistnými plneniami nárok.
Hodnota RBNS sa spravidla odhaduje pre jednotlivé poistné udalosti
metódou kvalifikovaného odhadu, ktorý vykonáva pŕıslušný likvidátor
2nepovažuje sa za technickú rezervu podl’a Medzinárodných štandardov finančného
výkazńıctva (IFRS)
3Reported But Not Settled
4Incurred But Not Reported
5spoluúčast’ poisteného
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na základe známych faktov o poistnej udalosti s využit́ım svojich
skúsenost́ı s likvidáciou škôd v danom odvetv́ı.
Pri odhade výšky rezervy na poistné plnenia, konkrétne jej časti IBNR6
sa vychádza z podkladových údajov za minulé roky, ktoré sú sumarizované
vo forme tzv. vývojových trojuholńıkov. Pod týmto pojmom rozumieme
trojuholńıkové schémy, v ktorých sú hodnoty v jednom riadku vztiahnuté
k jednotnému referenčnému obdobiu, v ktorom škody nastali a hodnoty
v st́lpcoch predstavujú oneskorenie v nahláseńı škody poist’ovni resp. vo vy-
plateńı danej škody poist’ovňou. Ak uvažujeme kumulat́ıvny trojuholńık,
hodnoty sa vzt’ahujú k celkovým škodám nahláseným resp. vyplateným do
určitej doby od ich vzniku (kumulujú sa), v pŕıpade nekumulat́ıvneho
trojuholńıka sa jedná o škody nahlásené resp. vyplatené s presne daným
oneskoreńım.
Tabul’ka 1.1: Kumulat́ıvny trojuholńık
0 1 ... s ... n− 2 n− 1
1 X1,0 X1,1 ... X1,s ... X1,n−2 X1,n−1




n− 1 Xn−1,0 Xn−1,1
n Xn,0
Uvažujme kumulat́ıvny trojuholńık ako je uvedený v tabul’ke 1.1. Nech
Xi,s, i = 1, ..., n, s = 0, ..., n− 1
predstavuje celkovú výšku škôd, ktoré vznikli v roku i a boli nahlásené do
konca roku i+ s. Je to teda súčet škôd, ktoré vznikli v roku i a v roku i boli
hlásené až po škody, ktoré vznikli v roku i, ale hlásené boli až v roku i + s.
Bežne sa i označuje ako ”rok vzniku” a s ako ”oneskorenie”.
Nech d’alej
Yi,s, i = 1, ..., n, s = 0, ..., n− 1
6matematické modely, ktoré sa zaoberajú výpočtom IBNR sú podrobne uvedené
napŕıklad v práci [5]
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označuje nekumulat́ıvnu hodnotu, ktorá predstavuje výšku škôd, ktoré
vznikli v roku i a nahlásené boli v roku i + s, tj.
Yi,s =
{
Xi,s , i = 1, ..., n, s = 0
Xi,s −Xi,s−1 , i = 1, ..., n, s = 1, ..., n− 1.
Zo zavedeného značenia a vysvetlených pojmov vyplýva nasledovný vzt’ah:
Xi,s =
∑s
t=0 Yi,t, i = 1, ..., n, s = 0, ..., n− 1.
Matematické metódy, ktorým sa budeme venovat’ v d’aľsom texte slúžia
k nájdeniu odhadu X̂i,s, kde i + s > n, teda slúžia k doplneniu trojuholńıka
na štvorec. Najznámeǰsou poistne-matematickou metódou, ktorá slúži k od-
hadu hodnôt pod diagonálou (tj. doplnenie na štvorec) je metóda Chain
Ladder.
Čast’ rezervy na poistné plnenia na konci posledného vývojového roku n
pripadajúca na škody z roku i teda źıskame ako rozdiel
X̂i,n−1 −Xi,n−i, i = 2, ..., n. (1.1)
Hodnota X̂i,n−1 predstavuje odhad celkovej výšky škôd pripadajúcej na uda-
losti vzniknuté v roku i, i = 2, ..., n.
V praxi sa k doplnenému štvorcu často pridáva ešte jeden st́lpec - tzv.
”ultimate claims”. V takomto pŕıpade výsledným tvarom doplneného tro-
juholńıka nebude štvorec ale štvoruholńık. Hodnoty v tomto st́lpci źıskame
úpravou jednotlivých odhadovaných hodnôt X̂i,n−1 pre i = 2, ..., n, resp.
hodnoty X1,n−1 o tzv. ”tail” faktor, ktorý zohl’adňuje vývoj škôd v d’aľśıch
obdobiach od posledného známeho obdobia v trojuholńıku až po súčasnost’.
Účelom ”tail” faktoru je teda zachytit’ situáciu ked’ vývoj škôd ešte nie je
ukončený. Stanovuje sa kvalifikovaným odhadom a takto upravené hodnoty
sa zvyčajne označujú X̂i,∞.
V takomto pŕıpade možno výraz (1.1) upravit’ do tvaru, ktorý vyjadruje čast’
rezervy na poistné plnenia v súčasnosti7 pripadajúcej na škody z roku i.
X̂i,∞ −Xi,n−i, i = 1, ..., n. (1.2)
7resp. v požadovanom budúcom čase
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Niektoré metódy pracujú s nekumulat́ıvnymi hodnotami Yi,s. Typické je to
hlavne pre metódy, ktoré berú do úvahu infláciu. My však v tejto práci
s infláciou nebudeme pracovat’.
Vyššie uvedenú trojuholńıkovú metódu je možné aplikovat’ na rôzne ka-
tegórie dát. Najzákladneǰsie využitie sa týka údajov o vyplatených škodách.
Výsledkom je odhad budúcich výplat očakávaných poist’ovňou. Na určenie
rezervy IBNR je potrebné od takto odhadnutých potenciálnych výplat ešte
odč́ıtat’ aj hodnotu RBNS rezervy, ktorú už poist’ovňa má vytvorenú. V niek-
torých pŕıpadoch sa použ́ıvajú nielen dáta o uskutočnených výplatách, ale
aj dáta o rezervách RBNS (súčet výplat a RBNS rezerv v praxi označované
aj ako tzv.
”
incurred dáta“), ktoré sa evidujú na škodách vzniknutých a už
aj nahlásených poist’ovni. Výsledkom v tomto pŕıpade je už hodnota IBNR
rezervy. Budeme teda uvažovat’ dva typy trojuholńıkových schém:
1. Kumulat́ıvny trojuholńık vyplatených škôd (paid-loss triangle):
Tabul’ka 1.2: Kumulat́ıvny trojuholńık vyplatených škôd
0 1 ... s ... n− 2 n− 1
1 P1,0 P1,1 ... P1,s ... P1,n−2 P1,n−1




n− 1 Pn−1,0 Pn−1,1
n Pn,0
Hodnoty trojuholńıka Pi,s, predstavujú kumulat́ıvnu výšku vypla-
tených plneńı pre rok vzniku i a oneskorenie s.
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2. Kumulat́ıvny trojuholńık škôd vzniknutých (incurred-loss triangle):
Tabul’ka 1.3: Kumulat́ıvny trojuholńık vzniknutých škôd
0 1 ... s ... n− 2 n− 1
1 I1,0 I1,1 ... I1,s ... I1,n−2 I1,n−1




n− 1 In−1,0 In−1,1
n In,0
Hodnoty analogicky označ́ıme Ii,s a budú predstavovat’ výšku kumu-
lat́ıvnych škôd vzniknutých v roku i a nahlásených do konca roku i+s.
V úvodnej podkapitole si uvedieme metódy odhadov rezerv založené na jed-
noduchých, časovo nenáročných prinćıpoch výpočtu. Použitie týchto metód
v praxi je však vzhl’adom k jednoduchosti výpočtu vel’mi obmedzené.
1.1 Základné métody tvorby rezerv
V uvedených metódach budeme vychádzat’ z trojuholńıkových schém zave-
dených v predchádzajúcej časti. Zameriame sa na schématický popis výpočtu
a následne stručne zhodnot́ıme využitie konkrétnej metódy v praxi. Budeme
vychádzat’ z práce [5].
1. SCL metóda
Pravdepodobne najznámeǰsou, najrozš́ıreǰsou i najpouž́ıvaneǰsou
metódou stanovovania odhadov IBNR rezervy je Klasická Chain
Ladder metóda označovaná ako SCL metóda.
Uvažujme kumulat́ıvny trojuholńık škôd definovaný v tabul’ke 1.1.
Nech index
mi = n− i, i = 1, ..., n (1.3)
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predstavuje posledné známe obdobie resp. čas súčasného vývojového
stavu pre rok vzniku i. Potom hodnoty Xi,s sú dané pre 0 ≤ s ≤ mi a
ich odhady X̂i,s pre mi < s ≤ n−1. Hodnoty Xi,mi sú tak práve položky
na diagonálach zodpovedajúcich štvorcov, teda súčasné kumulat́ıvne
hodnoty z jednotlivých nehodových rokov.
Základným predpokladom metódy, pomocou ktorého doplńıme troju-
holńık na štvorec resp. štvoruholńık je
X̂i,s+1 =
{
Xi,s · fs→s+1, s = mi
X̂i,s · fs→s+1, s > mi,
(1.4)





, s = 0, ..., n− 2. (1.5)
V praxi často dochádza k úprave vývojových faktorov fs→s+1 pre
jednotlivé roky oneskorenia s, s = 0, ..., n − 2. Samotný výpočet
uskutočňujú odborńıci na danú oblast’ - aktuári, ktoŕı hodnoty
vývojových faktorov upravujú o ”skúsenost’” v predchádzajúcich
rokoch. Táto hodnota je odhadovaná na základe situácie na trhu
s využit́ım odborných skúsenost́ı aktuárov. V praktickom modeli
ktorý je pŕılohou práce je porovnaný ”klasický” výpočet (bez úpravy
vývojových faktorov) s výpočtom, ktorý zahŕňa i úpravu vývojových
faktorov.
Trojuholńık potom doṕlňame nasledovným spôsobom:
X̂i,n−1 = Xi,mi · fmi→mi+1 · fmi+1→mi+2 · . . . · fn−2→n−1, kde i = 2, ..., n.
(1.6)
Výsledný odhad celkovej výšky škôd X̂i,n−1 z obdobia i možno
v pŕıpade neukončeného vývoja škôd upravit’ na X̂i,∞ tak, ako bolo
uvedené v úvodnej časti.
Odhad rezervy pre škody z obdobia i potom dostávame v tvare (1.1)
resp. (1.2).
V praxi sa prinćıp SCL metódy často aplikuje na dva druhy dát
súčasne, na dáta trojuholńıka vyplatených škôd a dáta trojuholńıka
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škod vzniknutých. Uvažujeme dva separátne výpočty, z čoho pochádza
i anglické označenie SCL - Separate Chain Ladder.
Uvažujme teda kumulat́ıvny trojuholńık vyplatených škôd (tabul’ka
1.2) a kumulat́ıvny trojuholńık škôd vzniknutých (tabul’ka 1.3).
Aplikáciou vyššie uvedeného základného prinćıpu SCL metódy, for-
mule 1.4 a formule 1.5 na dáta jednotlivých trojuholńıkov, dostávame
P̂i,s+1 =
{
Pi,s · fPs→s+1 s = mi
P̂i,s · fPs→s+1 s > mi,
(1.7)









Ii,s · f Is→s+1 s = mi
Îi,s · f Is→s+1 s > mi,
(1.9)





, s = 0, ..., n− 2. (1.10)
Jednotlivé trojuholńıky potom doṕlňame analogicky s (1.6)
P̂i,n−1 = Pi,mi · fPmi→mi+1 · f
P
mi+1→mi+2 · . . . · f
P
n−2→n−1, kde i = 2, ..., n
(1.11)
a
Îi,n−1 = Ii,mi · f Imi→mi+1 · f
I
mi+1→mi+2 · . . . · f
I
n−2→n−1, kde i = 2, ..., n.
(1.12)
Hodnotu IBNR rezervy pre rok vzniku i potom dostávame v tvare:
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Îi,∞ − Ii,n−i , kde i = 1, ..., n. (1.13)
Prinćıp výpočtu SCL metódy je relat́ıvne jednoduchý a časovo
nenáročný. Môže ale dochádzat’ k tomu, že výsledné projekcie
v trojuholńıku vyplatených a vzniknutých škôd sa budú vel’mi výrazne
ĺı̌sit’. Tento problém je najmarkantneǰśı v posledných rokoch vzniku,
kedy odhad vychádza z krátkeho známeho vývoja. Myšlienka spojenia
dvoch separátnych výpočtov do jedného s využit́ım vzájomných ko-
relácíı škôd vyplatených a škôd vzniknutých ponúka riešenie v podobe
modifikácie SCL metódy navrhovanej pánmi Dr. Gerhard Quarg a Dr.
Thomas Mack v práci [7]. Nová Mnichovská metóda (MCL) straty vy-
platené (P) a straty vzniknuté (I) kombinuje využit́ım ich vzájomných
podielov (P/I). Detailneǰsie sa na MCL metódu zameriame v 2. kapi-
tole práce.
2. Metóda škodného pomeru
Metóda škodného pomeru je základná metóda stanovenia odhadu re-
zervy. Jej reálne využitie je obmedzené na relat́ıvne ”malé” objemy
dát. Pri aplikovańı tejto metódy na vel’ké portfólia sú výsledky tejto
metódy takmer nepoužitel’né, vzhl’adom k tomu, že vývoj portfólia nie
je pri výpočte vôbec zohl’adnený.
Pre účely tejto metódy stanovenia rezervy IBNR definujme škodný
pomer ako podiel celkových škôd vzniknutých v roku i na zaslúženom




, i = 1, ..., n, (1.14)
kde SPi znač́ı škodný pomer v roku i, CPi
8 celkové škody vzniknuté
v roku i a ZPi predstavuje zaslúžené poistné v roku i. Metóda spoč́ıva
v odhade celkových škôd vzniknutých v roku i:
ĈP i = ŜP i · ZPi, i = 1, ..., n. (1.15)
8s využit́ım značenia zavedeného v tabul’ke 1.1 hodnota ĈP i zodpovedá hodnote
X̂i,∞, i = 1, ..., n.
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Rezervu pre rok i potom dostávame ako rozdiel odhadu celkových
škôd vzniknutých v roku i a celkových doteraz uhradených škôd, tj.
schématicky, analogicky vzt’ahu (1.1) možno ṕısat’:
rezervai = ĈP i − (škody z roku i dosial’ uhradené). (1.16)
Zobecneńım tejto metódy dostaneme tzv. Bornhuetter-Fergusonovu
metódu, ktorú v d’aľsej časti predstav́ıme.
3. Bornhuetter-Fergusonova metóda
Sofistikovaneǰsou metódou stanovovania rezerv je Bornhuetter-
Fergusonova metóda. Uvedieme základný prinćıp tejto metódy.
Uvažujme kumulat́ıvny trojuholńık definovaný v tabul’ke 1.1. Označme
podiely škôd vzniknutých v roku i nahlásených s oneskoreńım s + 1 a




, i = 1, ..., n− 1, s = 0, ..., n− 2. (1.17)
Takto napoč́ıtané hodnoty zobraźıme do trojuholńıkovej schémy:
Tabul’ka 1.4: Trojuholńık podielov
0 ... s ... n− 3 n− 2
1 g1,0 ... g1,s ... g1,n−3 g1,n−2








Vytvorená trojuholńıková schéma obsahuje podiely jednotlivých
známych hodnôt trojuholńıka z tabul’ky 1.1. My však potrebujeme
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trojuholńık doplnit’ na štvorec, aby sme mohli stanovit’ odhad rezervy.
V tomto pŕıpade nebudeme doṕlňat’ tabul’ku 1.1, ale doplńıme ta-
bul’ku 1.4. Hodnoty budeme doṕlňat po jednotlivých st́lpcoch a hod-
noty doplnené do jedného st́lpca budú konštanty, tj. pre každý st́lpec
napoč́ıtame jedinú konštantnú hodnotu, ktorú potom doplńıme na
všetky chýbajúce miesta v danom st́lpci. Hodnotu danej konštanty
pre st́lpec s tabul’ky 1.4 spoč́ıtame nasledovne:
ĝs :=
∑n−s−1
i=1 wi,s · gi,s∑n−s−1
i=1 wi,s
, s = 0, ..., n− 2. (1.18)
Spoč́ıtaná konštanta prestavuje variantu vývojového faktora defino-
vaného v (1.5). Hodnoty wi,s predstavujú váhy, ktorými násob́ıme jed-
notlivé hodnoty gi,s. Ak za váhy wi,s zvoĺıme jednotlivé výšky škôd
Xi,s, dostávame podobu vývojového faktoru klasickej chain ladder
metódy uvedeného v (1.5). Ďaľsou možnou vol’bou pre wi,s je položit’
wi,s = i + s, kedy prikladáme vyššiu váhu novým rokom. Tabul’ka 1.4
má po doplneńı odhadnutých hodnôt nasledovnú podobu:
Tabul’ka 1.5: Doplnenie trojuholńıka na štvorec
0 ... s ... n− 3 n− 2
1 g1,0 ... g1,s ... g1,n−3 g1,n−2






i gi,0 ... gi,s ... ĝn−3 ĝn−2
...
...
n− 1 gn−1,0 ... ĝs ... ĝn−3 ĝn−2
Odhad celkovej škody z roku i potom dostávame v nasledovnom tvare:
X̂i,∞ = Xi,n−j · ĝn−i · ĝn−i+1 · . . . · ĝn−2︸ ︷︷ ︸
ĝ∞







Rezerva na dosial’ nevyplatené plnenie z roku i s využit́ım schémy




= ĈP i · (1−
1
ĝ∞




kde ĈP i predstavuje odhad celkového plnenia s využit́ım metódy
škodného pomeru.
V d’aľsej časti sa zameriame na vzájomné podiely (P/I) jednotlivých strát
pri využit́ı SCL metódy.
1.2 SCL a (P/I) problém
Nech n predstavuje rozmer trojuholńıkov9 a nech mi = n − i je posledné
známe obdobie pre rok vzniku i definované formulou (1.3). Zaved’me podiely




, kde i = 1, ..., n, t = 0, ...,mi. (1.22)
Dalo by sa očakávat’, že s rastúcim obdob́ım vývoja bude tento podiel
konvergovat’ k 1. Empirické štúdie ale ukázali, že to neplat́ı pre predikcie
vychádzajúce z SCL. V práci [7] však bolo ukázané, že tento problém je
systematickou chybou SCL metódy.
9SCL i MCL fungujú jedine pre rovnaké dimenzie vzniku a vývoja
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Na pŕıklade ukážeme ako podiel (P/I) ovplyvňuje stupeň vzájomnej zhody
medzi odhadmi vyplatených škôd spoč́ıtaných s využit́ım SCL metódy. Po-
tom s pomocou explicitnej formuly ukážeme, že problémy, ktoré v pŕıklade
nastanú nie sú len výnimkou, ale systematickou chybou v SCL metóde.
V nasledujúcich pŕıkladoch budeme využ́ıvat’ dáta z niekol’kých portfólíı.
Je potrebné si tento fakt uvedomit’ najmä vzhl’adom k vysvetl’ovaným efek-
tom, ktoré nemožno pozorovat’ pri akýchkol’vek použitých dátach. Využijeme
pŕıklady uvedené v práci [7].
1.2.1 Pŕıklad
Uvažujme portfólio dát źıskaných z oblasti poistenia zodpovednosti za škodu
spôsobenú prevádzkou motorového vozidla (POV). Trojuholńıky škôd (vy-
platených aj vzniknutých) obsahujú údaje z 15 nehodových rokov a z 15
vývojových rokov. Prvé štyri nehodové roky považujú autori [7] z prak-
tických pŕıčin za uzavreté, pretože záväzky, ktoré vznikli v tomto obdob́ı
sú z vel’kej časti už uhradené.
Obrázok 1.1 zobrazuje hodnoty (P/I) podielov uvažovaného porfólia na osi
y a vývojové roky na osi x. Súvislá krivka vyjadruje priemer (P/I) podielov
z minulosti. Po 12 vývojových obdobiach hodnoty takmer dosahujú 100%.
V rámci daného vývojového roku sa hodnoty pohybujú okolo daného prie-
meru. S rastúcim počtom vývojových rokov klesá rozptýlenost’ zobrazo-
vaných bodov grafu a tento pokles nie je výhradne zapŕıčinený znižujúcim
sa počtom zobrazovaných bodov, ale vychádza z predpokladu o uzavretosti
vývoja prvých 4 nehodových rokov, ako uvádzajú autori v [7].
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Obrázok 1.1: (P/I) trojuholńık
Obrázok 1.1 znázorňuje (P/I) podiely hodnôt, ktoré sú dané, tj. sú to hod-
noty źıskané zo známych dát. Po odhadnut́ı hodnôt (v trojuholńıku vypla-
tených i vzniknutých škôd) ležiacich pod diagonálou využit́ım SCL metódy
je trojuholńık doplnený na štvorec. Na obrázku 1.2 možno následne pozoro-
vat’ i źıskané (P/I) podiely prislúchajúce odhadnutým hodnotám.
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Obrázok 1.2: (P/I) podiely i s odhadnutými hodnotami spoč́ıtanými
využit́ım SCL metódy
Konečné (P/I) podiely, tj. (P/I) podiely posledného vývojového roku koĺı̌su
medzi 68% a 148%, čo znamená, že v niektorých nehodových rokoch odhady
založené na vyplatených škodách dosahujú značne nižšie hodnoty než od-
hady založené na škodách vzniknutých, ale v iných nehodových rokoch ich
naopak výrazne prekračujú. Ako je uvedené v práci [7], v dôsledku tak širokej
škály rozptýlenia jednotlivých hodnôt (P/I) podielov nemožno výsledok tejto
metódy považovat’ za vierohodný.
Nové, tj. odhadované body grafu vykazujú zásadne odlǐsné správanie, než
hodnoty minulé. V najnovš́ıch obdobiach vzniku je dokonca možné pozorovat’
úplne divergujúce odhady. Zdá sa, že v pŕıpade ked’ je súčasná hodnota (P/I)
podielov nadpriemerná resp. podpriemerná bude tento trend ešte zosilnený
v chain ladder odhadoch.
1.2.2 Systematická chyba SCL metódy
V predchádzajúcej časti sme uviedli, že charakteristickým problémom SCL
metódy je podhodnotenie, resp. nadhodnotenie napoč́ıtaných odhadov škôd.
V d’aľsej časti sa na túto vlastnost’ SCL metódy zameriame podrobneǰsie.
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Uvažujme trojuholńıky vyplatených a vzniknutých škôd v danom portfóliu.
Aplikujeme SCL metódu a doplńıme trojuholńıky na štvorce. Označ́ıme Pi,t a
Ii,t tak, ako boli zavedené v tabul’ke 1.2 a v tabul’ke 1.3. Budeme dodržiavat’
značenie konzistentné so značeńım použ́ıvaným pri zavedeńı SCL metódy
v časti 1.1, tj. mi = n− i, i = 1, ..., n predstavuje čas súčasného vývojového
stavu z i-teho roku, hodnoty Pi,t a Ii,t sú dané pre 0 ≤ t ≤ mi a ich odhady
P̂i,t a Îi,t pre mi < t ≤ n− 1. Hodnoty Pi,mi a Ii,mi sú tak práve položky na
diagonálach zodpovedajúcich štvorcov, teda súčasné kumulat́ıvne hodnoty
z jednotlivých nehodových rokov.
Zaved’me priemer (P/I) resp. odhad priemeru podielov všetkých vývojových





















̂(P/I)i,t , mi < t ≤ n− 1, (1.23)
ktorý je rovný váženému priemeru jednotlivých (P/I) podielov (resp. ich
odhadov) vo vývojovom roku t, kde váhy sú tvorené vzniknutými škodami
(resp ich odhadmi).




Pi,mi · fPmi→mi+1 · . . . · f
P
t−1→t
Ii,mi · f Imi→mi+1 · . . . · f It−1→t
. (1.24)
















































Dosadeńım (1.26) do (1.24) dostávame:


































Základnú myšlienku tejto rovnice možno vyjadrit’ takto:
Podiel (P/I) jednotlivých odhadovaných hodnôt k odpove-
dajúcemu priemeru je pre každý nehodový rok rovnaký ako podiel
(P/I) súčasných hodnôt k odpovedajúcemu priemeru. Tento podiel
teda zostáva konštantný v odhadoch založených na samostatných
chain ladder výpočtoch.
Toto popisuje situáciu z Pŕıkladu 1.2.1. Nehodový rok s nadpriemerným
alebo podpriemerným súčasným (P/I) podielom bude mat’ tiež
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nadpriemerný alebo podpriemerný odhadnutý podiel (P/I) vo
vývojovom čase n.
Ak máme v portfóliu staré, uzavreté nehodové roky, (P/I) podiely sa v týchto
pŕıpadoch zvyšujú behom vývojového obdobia až takmer ku 100%. Krivky
(P/I) podielov v súčasných rokoch odhadovaných s využit́ım SCL metódy
však pri porovnańı s minulost’ou 100% nedosahujú.
1.3 Korelácie medzi vzniknutými a vypla-
tenými škodami
Pŕıklad a rovnica uvedená v predchádzajúcej sekcii ukazujú, že obvyklá
metóda výpočtu s využit́ım dvoch chain ladder kalkulácíı, jednej pre vy-
platené škody a druhej pre škody vzniknuté, má systematickú chybu a preto
nám opakovane poskytuje odhady, ktoré sú nadhodnotené resp. podhodnote-
né. Medzičasom uzavreté nehodové roky majú podpriemerné resp. nadprie-
merné podiely (P/I), ale nakoniec hodnoty (P/I) podielov dosiahnu hodnoty
okolo 100%. Tieto úvahy je možné zobecnit’:
V minulosti relat́ıvne ńızka hodnota (P/I) podielu bola nasledo-
vaná bud’ vysokým vývojovým faktorom pre vyplatené škody alebo
relat́ıvne ńızkym vývojovým faktorom pre škody vzniknuté (alebo
samozrejme oboje). Pre relat́ıvne vysokú hodnotu podielu (P/I)
je situácia opačná.
Podstatou (P/I) problémov pri využit́ı SCL metódy je fakt, že tento spôsob
výpočtu ignoruje koreláciu medzi vyplatenými a vzniknutými škodami.
1.3.1 Základná myšlienka riešenia (P/I) problému
Pri odhadovańı IBNR rezervy by sme nemali použ́ıvat’ rovnaký priemerný
chain ladder vývojový faktor pre všetky nehodové roky ako v pŕıpade SCL
metódy, ale upravit’ jednotlivé vývojové faktory na základe aktuálneho (P/I)
podielu ako je uvedené v práci [2].
V pŕıpade, že podiel (P/I) je ńızky, potom možno predpokladat’:
• Úroveň vyplatených (už zlikvidovaných) škôd je ńızka
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• Možno očakávat’ urýchlenie likvidácie škôd v d’aľśıch obdobiach
• Individuálny faktor Pi,s+1/Pi,s je vyšš́ı (nadpriemerný)
• Klasický faktor (podl’a SCL) fPs→s+1 by mal byt’ navýšený
• Medzi veličinami (P/I)i,s a Pi,s+1/Pi,s existuje záporná korelácia
V pŕıpade, že podiel (P/I) je naopak relat́ıvne vysoký, možno predpokladat’:
• Úroveň vzniknutých (už zarezervovaných) škôd je vysoká
• Dorezervovanie v d’aľśıch obdobiach má nižšiu prioritu
• Individuálny faktor Ii,s+1/Ii,s je nižš́ı (podpriemerný)
• Klasický faktor (podl’a SCL) f Is→s+1 by sa mal zńıžit’
• Medzi veličinami (P/I)i,s a Ii,s+1/Ii,s existuje kladná korelácia
Tieto úvahy možno zobecnit’:
Ak je súčasný podiel plneńı a záväzkov ńızky, mali by sme
použit’ vyšš́ı (nadpriemerný) vývojový faktor výplatených škôd a
súčasne/alebo ak je naopak podiel (P/I) ńızky, vývojový faktor
škôd vzniknutých by mal byt’ nižš́ı (podpriemerný).
Uvažujme modelový pŕıklad, kde budeme aplikovat’ práve vysvetl’ované
efekty. Uvažujme graf závislosti vývojových faktorov na (P/I) podieloch.
Do grafu zakresĺıme priemerný vývojový faktor a priemernú hodnotu (P/I)
podielov horizotálnou a vertikálnou úsečkou, v tomto porad́ı. V grafe
následne zakresĺıme regresnú priamku prechádzajúcu cez priesečńık dvoch
úsečok vyjadrujúcich priemer a namiesto priemerného vývojového faktora
na horizontálnej priamke využijeme hodnotu určenú regresnou priamkou
v závislosti na podieli (P/I). Tento postup aplikujeme na každý vývojový
rok s (prechod od s k s + 1). Takýmto spôsobom doplńıme trojuholńıky vy-
platených a vzniknutých škôd zl’ava doprava a vytvoŕıme štvorce. Využijeme
pritom vývojové faktory, ktoré sa odchyl’ujú vo väčšej či menšej miere
v závislosti na súčasnej hodnote podielu (P/I).
Poznatky z praxe ukazujú, že tento pŕıstup nie je presvedčivý a dáva ne-
pravdepodobné výsledky:
26
1. Lineárny pŕıstup je často nevhodný na modelovanie úrovne vypla-
tených vývojových faktorov. Toto je znázornené na nasledujúcom
grafe, ktorý ukazuje vyplatené faktory fPi,1→2 v závislosti na podieloch
(P/I) v portfóliu s výrazne rozptýlenými (P/I) podielmi.
Obrázok 1.3: Vyplatené vývojové faktory pre výrazne rozptýlené (P/I) po-
diely
Hodnoty vyplatených vývojových faktorov, ktoré klesnú pod 1 sú
netypické. V tomto pŕıpade je regresná priamka nevhodná na modelo-
vanie úrovne vývojových faktorov. V takejto situácíı by bola vhodná
hyperbolická krivka, ako naznačuje obrázok.
2. Odhad sklonu regresnej priamky je často vel’mi nestály, špeciálne
ak uvažujeme len niekol’ko nehodových rokov. Tento problém často
nastáva v posledných vývojových rokoch. Jeden obvyklý spôsob
riešenia tohto problému, vyhladenie parametrov cez vývojové roky, je
však t’ažko aplikovatel’ný, pretože je obtiažne určit’ smernice regresných
priamok.
3. Odhady niekedy vykazujú relat́ıvne strmé sklony regresných pria-
mok i napriek tomu, že zobrazované body nejavia takmer žiadnu ko-
27
reláciu. V takomto pŕıpade je závislost’ vývojových faktorov a teda tiež
finálneho odhadu vzhl’adom k SCL metóde slabá.
1.4 Možné riešenie (P/I) problému:
Mńıchovský chain ladder
V d’aľsej časti budeme prezentovat’ metódu, ktorá ponúkne riešenie vyššie
diskutovaných problémov, ktoré si v krátkosti pripomenieme.
1. Lineárny pŕıstup
2. Odhady sklonu regresnej priamky, predovšetkým v posledných
vývojových rokoch
3. Odhady smernice regresnej priamky vykazujú strmé sklony i
v pŕıpadoch, že zobrazované body nevykazujú závislost’
Začneme s prvým problémom, modelovańım vývojových faktorov zapla-
tených škôd, potom prejdeme k d’aľśım dvom bodom.
1.4.1 Prechod od (P/I) k (I/P) podielom
Budeme vychádzat’ z hyperbolickej podoby závislosti vyplatených
vývojových faktorov na (P/I) podieloch na obrázku 1.3 a prejdeme
k prevráteným hodnotám, k (I/P) podielom. Nasledujúci diagram ukazuje
vyplatené vývojové faktory z obrázku 1.3, znázornené v závislosti na (I/P)
podieloch po dvoch vývojových rokoch.
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Obrázok 1.4: Závislost’ vyplatených vývojových faktorov na (I/P) podieloch
V tomto pŕıpade sa v porovnańı s obrázkom 1.3 lineárny pŕıstup jav́ı ako
vhodný na modelovanie priemeru faktorov. V pŕıpade, ked’ sú podiely (P/I)
značne rozptýlené sme dosiahli lineárny efekt prechodom k prevráteným
hodnotám.
V situácíı, ked’ (P/I) podiely vykazovali relat́ıvne malé rozptýlenie sa
lineárny efekt zachoval aj po prechode k (I/P) podielom.
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Obrázok 1.5: Závislost’ vzniknutých vývojových faktorov na (I/P) podieloch
Tieto dva pŕıklady ukazujú, že predpoklad lineárnej závislosti vyplatených
vývojových faktorov na (I/P) podieloch má zmysel skôr, než na podieloch
(P/I). Pre vzniknuté škody ale zostaneme pri pôvodnom predpoklade, že
vývojové faktory majú lineárnu závislost’ na (P/I) podieloch.
1.4.2 Prechod k reziduám: Mńıchovská metóda chain
ladder
Dôležitým krokom pri riešeńı druhého a tretieho problému, ktoré sú poṕısané
v sekcii 1.3.1 je uvažovat’ vývojové roky ako celok, nie individuálne. Jednot-
livé hodnoty teda združ́ıme do postupnost́ı podl’a roku vzniku škôd. Táto
úvaha je však zrejmá, pretože podpriemerná resp. nadpriemerná hodnota
(P/I) podielu muśı byt’ kompenzovaná vhodným vývojovým faktorom nie-
len v okamžite nasledujúcom vývojovom roku, ale vo všetkých ostatných
vývojových rokoch.
Vzhl’adom k tomu, že individuálne vývojové faktory a podiely (P/I), resp.
(I/P) všetkých vývojových rokov budeme uvažovat’ spolu (tj. vytvoŕıme
postupnosti), je potrebné tieto hodnoty štandardizovat’. Toto uskutočńıme
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prechodom k reziduám týchto hodnôt. K výpočtu rezidúı budeme potre-
bovat’ predpoklady o strednej hodnote a rozptyle. Tie budeme formulo-
vat’ až v nasledujúcej kapitole, kde uvedieme odvodenie a výpočty detail-
neǰsie. Zatial’ nám postač́ı fakt, že reziduum (vývojového faktoru, (P/I) po-
dielu, resp. (I/P) podielu) je štandardizovaná miera odchýlky danej hod-
noty od priemeru. Reziduum meria odchýlku od pŕıslušnej strednej hodnoty
v násobkoch smerodajnej odchýlky. Reziduá sú teda navzájom dobre po-
rovnávatel’né hodnoty rozptýlené okolo nuly.
Závislost’ vývojových faktorov na (I/P) a (P/I) podieloch, ktorá bola
ukázaná v predchádzajúcich sekciách, chceme ukázat’ aj na iných dátach,
ale namiesto hodnôt ako takých budeme pracovat’ s reziduami vypla-
tených vývojových faktorov v závislosti na reziduách (I/P) podielov,
resp. s reziduami vzniknutých vývojových faktorov v závislosti na re-
ziduách (P/I) podielov. Vzhl’adom k štandardizácíı, môžeme hodnoty
zo všetkých vývojových rokov zakreslit’ do jediného grafu. Reziduá vypla-
tených vývojových faktorov vytvárajú graf, ktorý nazveme diagram vypla-
tených rezidúı.
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Obrázok 1.6: Diagram vyplatených rezidúı
Bodový graf vykazuje rovnomerne rastúci trend len s niekol’kými vy-
chyl’ujúcimi sa bodmi. Túto skutočnost’ odráža aj hodnota korelačného koefi-
cientu 45%. Smernica regresnej priamky prechádzajúcej počiatkom je 0,48.
Ak v danom nehodovom roku uvažujeme hodnotu rezidua súčasného (I/P)
podielu napr. +1,00, na nasledujúci vývojový rok môžeme predpovedat’
hodnotu vyplateného vývojového faktora odpovedajúcu reziduu +0,48,
vzhl’adom na smernicu regresnej priamky. Klasický chain ladder výpočet
využ́ıva vývojový faktor s nulovou hodnotou rezidua.
Vzniknuté faktory vytvárajú analogický graf, ktorý nazveme diagram vznik-
nutých rezidúı. I v tomto pŕıpade bodový graf vykazuje rastúci trend. Ko-
relačný koeficient je 29% a smernica regresnej priamky má hodnotu 0,31.
Teda ak má reziduum (P/I) podielu hodnotu napr. +1,00, odhadovaný
vzniknutý vývojový faktor na nasledujúci vývojový rok muśı zodpovedat’
hodnote rezidua +0,31.
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Obrázok 1.7: Diagram vzniknutých rezidúı
Tento pŕıklad vysvetl’uje všeobecný postup. Najskôr zostroj́ıme oba grafy
rezidúı naraz pre všetky vývojové roky, reziduá vyplatených a vzniknutých
vývojových faktorov na osi y v závislosti na reziduách (I/P) a (P/I) podielov
na osi x. Potom v oboch grafoch zakresĺıme regresnú priamku prechádzajúcu
počiatkom. Pre daný (I/P) podiel (resp. (P/I) podiel), spoč́ıtame reziduum,
vezmeme priradený vývojový faktor rezidúı z pŕıslušnej regresnej priamky
a použijeme napoč́ıtané vývojové faktory namiesto priemerného vývojového
faktoru (ktorý má reziduum 0). Tento postup uvedený v [7] je známy ako
Mńıchovská chain ladder metóda (MCL metóda).
Uvedený pŕıklad nám dáva návod na metódu, ktorá je aplikovaná na väčšinu
študovaných dát.
• vyplatené i vzniknuté vývojové faktory prispievajú k zhode vypla-
tených a vzniknutých škôd
• tento trend je zvyčajne viac markantný pri vyplatených škodách než
pri škodách vzniknutých, je to ale dôležitý znak pre oba typy dát
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V praxi existujú i d’aľsie metódy. Napŕıklad v pŕıpade, že korelácia v re-
ziduálnych grafoch existuje len pre škody vyplatené alebo, ojedinele, len
pre škody vzniknuté. V Mńıchovskej metóde chain ladder sú tieto rozdiely
automaticky brané v úvahu.
Zatial’ sme uviedli základné prinćıpy Mńıchovskej metódy chain ladder a mo-
tiváciu, ktorá viedla k jej vzniku. Táto metóda výpočtu IBNR rezervy je však
pomerne náročná a časovo zd́lhavá. Uvedieme si preto alternat́ıvny spôsob
využitia SCL metódy, ktorý zdanlivo eliminuje jej systematickú chybu.
Ako bolo uvedené, hlavným nedostatkom SCL metódy je podrezervova-
nost’, resp. nadrezervovanost’ napoč́ıtaných odhadov. Triviálne riešenie tohto
problému nám môže ponúknut’ nasledovná úvaha: V pŕıpade, že odhady
z dát trojuholńıka vyplatených škôd sú nadrezervované a naopak odhady
źıskané z dát trojuholńıka vzniknutých škôd podrezervované (resp. naopak),
spoč́ıtané odhadnuté hodnoty z jednotlivých trojuholńıkov jednoducho sprie-
merujeme a dostaneme konečný odhad IBNR rezervy. Táto metóda výpočtu
je jednoznačne rýchleǰsia a jednoduchšia než pomerne zložitý prinćıp MCL
metódy.
Poṕısaný prinćıp stanovenia IBNR rezervy sa v praxi skutočne využ́ıva, po-
ist’ovne však jeho použit́ım podstupujú relat́ıvne vysoké riziko, vzhl’adom
k tomu, že metóda nie je matematicky nijak podložená. Z toho
dôvodu výpočet využ́ıvajú väčšinou poist’ovne, ktoré majú vel’mi rozsiahlu
štatistickú základňu dát, ktorá v pomerne dlhom časovom horizonte vy-
kazuje podobný trend. Tieto spoločnosti totiž majú empiricky overené, že
takáto ”alternat́ıvna” metóda výpočtu na ”ich” konkrétne dáta funguje.
Obecne však nie je možné povedat’, že použit́ım jednoduchej modifikácie SCL
metódy odstránime jej systémovú chybu, zefekt́ıvnime odhady a súčasne za-
chováme rýchly a jednoduchý spôsob stanovenia IBNR rezervy. Odborné
matematické štúdie a prepočty chybovosti a spol’ahlivosti tejto metódy nie
sú k dispoźıcíı. Zostáva preto na uvážeńı samotných poist’ovńı, či volit’ ri-
zikový, súčasne však jednoduchý výpočet alebo relat́ıvne spol’ahlivý, mate-




Teoretické základy a formule
V predchádzajúcej kapitole sme uviedli základné úvahy k Mńıchovskej
metóde chain ladder. Zamerali sme sa na matematické aspekty tejto metódy.
Na tieto úvahy d’alej nadviažeme zavedeńım matematického modelu, MCL
modelu, z ktorého budeme následne schopńı odvodit’ všetky potrebné vzt’ahy
a odhady budúcich plneńı, resp. rezerv.
MCL model je založený na zovšeobecneńı modelu predstaveneného Thoma-
som Mackom v publikácíı [7]. Je to model pre vyplatené a vzniknuté škody,
ktorý pracuje so závislost’ou vývojových faktorov na (P/I) (resp. (I/P)) po-
dieloch1, predstavených v minulej kapitole.
2.1 Chain ladder model predstavený
Mackom
Zavedieme značenie a sformulujeme predpoklady chain ladder modelu.
2.1.1 Značenie
Nech T je vývojový čas, T = 0,...,n-1 ; n ∈ N je počet nehodových rokov.
Pre i = 1,...,n, nech
1v pŕıpade vzniknutých vývojových faktorov uvažujeme závislost’ na (P/I) podieloch,
naopak pri vyplatených vývojových faktorov uvažujeme závislost’ na (I/P) podieloch
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Pi = {Pi,t}t∈T
znač́ı proces vyplatených škôd nehodového roku i a
Ii = {Ii,t}t∈T
proces škôd vzniknutých. Potom náhodná premenná Pi,t vyjadruje vypla-
tené škody za nehodový rok i po t vývojových rokoch. Procesy Pi a Ii popi-
sujú vývoj vyplatených a vzniknutých škôd z nehodového roku i cez všetky
vývojové roky. Procesy Pi a Ii sú tiež pŕıkladom náhodnej postupnosti, ktorá
je definovaná nasledovne2:
Nech (Ω, A, P ) je pravdepodobnostný priestor, kde Ω 6= ∅, A je σ - algebra
podmnož́ın Ω (A ⊂ 2Ω), P je pravdepodobnostná miera na Ω (P (Ω) = 1) a
nech T ⊂ R. Rodina reálnych náhodných velič́ın {Xt, t ∈ T} definovaných
na (Ω, A, P ) sa nazýva náhodný proces. V pŕıpade, že T = N0= {0, 1, ...}
hovoŕıme o náhodnej postupnosti.
O náhodných postupnostiach Pi a Ii možno d’alej predpokladat’, že sú Marko-
vove ret’azce tj. sṕlňajú tzv. ”Markovskú vlastnost’” definovanú nasledovne:
Hovoŕıme, že postupnost’ náhodných velič́ın {Xn, n ∈ N0} sa nazýva Mar-
kovov ret’azec s diskrétnym časom a množinou stavov S, ak
P (Xn+1 = j|Xn = i, Xn−1 = in−1, ..., X0 = i0) = P (Xn+1 = j|Xn = i),
(2.1)
pre všetky n = 0, 1.... a pre všetky i, j, i0, i1, .., in−1 ∈ S také, že
P (Xn−1 = in−1, ..., X0 = i0) > 0. Obvykle S = {0, 1, 2....}. Podmienku (2.1)
nazývame Markovská vlastnost’ (1.rádu).
Nech d’alej Pi(s) := Pi,1, .., Pi,s vyjadruje podmienku, že vývoj vyplatených
škôd nehodového roku i je známy do konca vývojového roku s, kde s = 1,...,n
a Ii(s) := Ii,1, ..., Ii,s analogicky zastáva podmienku, že vývoj vzniknutých




Predtým než uvedieme samotné predpoklady modelu, definujeme pojem
nezávislosti, ktorý budeme v nasledujúcom texte využ́ıvat’. Vychádzame z
publikácie [1].
Nech (Ω, A, P ) je pravdepodobnostný priestor. Javy A1, A2 ∈ A sú nezávislé
ak P (A1∩A2) = P (A1)P (A2). Pojem nezávislosti možno samozrejme rozš́ırit’
i na náhodné veličiny nasledovným spôsobom:
Náhodné veličiny X1, X2, ..., definované na rovnakom pravdepodobnostnom
priestore sa nazývajú nezávislé, ak pre každé n ∈ N je
F(X1,...,Xn)(x1, ..., xn) = F1(x1) · ... · Fn(xn)
pre všetky (x1, ..., xn) ∈ Rn, teda pokial’ združená distribučná funk-
cia vektoru (X1, ..., Xn)
> je súčinom marginálnych distribučných funkcíı
jednotlivých velič́ın. Hovoŕıme, že postupnost’ {Xn}∞n=1 je postupnost’ou
nezávislých náhodných velič́ın resp. že je nezávislá ak pre všetky prirodzené
n sú nezávislé náhodné veličiny (X1, ..., Xn).
Predpoklady chain ladder modelu pre procesy vyplatených škôd sú nasle-
dovné. Úpravy základných formúl sú uvedené v [3].
I.1 Predpoklad strednej hodnoty: Pre s, t ∈ T , kde t = s + 1 existuje













= Pi,s · fPs→t. (2.3)
I.2 Predpoklad rozptylu: Pre s, t ∈ T , kde t = s + 1 existuje propor-






































2 · Pi(s). (2.6)
I.3 Predpoklad nezávislosti: Jednotlivé nehodové roky sú vzájomne
nezávislé, tj. náhodné postupnosti {P1,t| t ∈ T} , ..., {Pn,t| t ∈ T} sú
nezávislé.
Uvedieme analogické predpoklady pre procesy škôd vzniknutých:
II.1 Predpoklad strednej hodnoty: Pre s, t ∈ T , kde t = s + 1 existuje







= f Is→t. (2.7)





= Ii,s · f Is→t. (2.8)
II.2 Predpoklad rozptylu: Pre s, t ∈ T , kde t = s + 1 existuje propor-






































2 · Ii(s). (2.11)
II.3 Predpoklad nezávislosti: Jednotlivé nehodové roky sú vzájomne
nezávislé, tj. postupnosti {I1,t| t ∈ T} , ..., {In,t| t ∈ T} sú nezávislé.
Predpoklady chain ladder modelu nám teda hovoria, že nehodové roky
sú vzájomne nezávislé, ale vývojové faktory a parametry σ sa v každom
vývojovom roku zhodujú.
Horeuvedené odhady sú tvorené pre projekcie v jednom trojuholńıku,
preto nehovoria nič o vzt’ahoch medzi procesmi vyplatených a vzniknutých
škôd. Podmienená stredná hodnota popisuje najlepš́ı spôsob odhadu Pi,t
ak poznáme len proces vyplatených škôd v nehodovom roku až do času s.
Toto plat́ı analogicky i pre procesy škôd vzniknutých. V praxi však poznáme
oba trojuholńıky a odhady chceme na tejto znalosti zakladat’, takže budeme














kde Bi(s) = {Pi,1, ..., Pi,s, Ii,1, ..., Ii,s} predstavuje znalost’ vývoja oboch pro-
cesov až do konca vývojového roku s.
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2.2 Mńıchovský chain ladder model
Predtým, než prikroč́ıme k odvodeniu potrebných formuĺı, uved’me ešte nie-
kol’ko doplňujúcich úvah a predpokladov.
Chceme rozš́ırit’ predpoklad nezávislosti, teda namiesto dvoch samostatných
predpokladov, predpokladu nezávislosti pre škody vzniknuté I.3 a pred-
pokladu nezávislosti pre škody vyplatené II.3, zavedieme jediný zobec-
nený predpoklad III.3 tj. budeme predpokladat’ nezávislost’ nehodových
rokov cez vyplatené i vzniknuté škody. Daný predpoklad formálne znamená
nezávislost’ postupnost́ı {P1,t · I1,t| t ∈ T} , ..., {Pn,t · In,t| t ∈ T}. Predpokla-














Zaved’me d’alej koncept podmieneného rezidua. Ak X je náhodná veličina,




podmienenú smerodajnú odchýlku X pri danom C. Potom
Res(X|C) := X − E(X|C)
σ(X|C)
, σ(X|C) 6= 0
nazývame podmienené reziduum X pri danom C. Podmienené reziduum
je štandardizované vzhl’adom k svojej podmienenej strednej hodnote a


































[Var(X|C)− 0 + 0] = 1 (2.14)
2.2.1 Predpoklady modelu
V časti 2.1.2 sme uviedli, že nás zauj́ımajú podmienené stredné hodnoty pre



































Predpoklady uvedené v d’aľsej časti nadväzujú na obecnú procedúru uve-
denú pod obrázkami (1.6) a (1.7) a prevádzajú lineárnu závislost’ týchto










Použijeme značenie analogické označeniu predpokladov modelu
z predchádzajúcej sekcie.
I.4 Existuje konštanta λP taká, že pre všetky s, t ∈ T , kde t = s+1 a všetky




















































































) · (Q−1i,s − E(Q−1i,s |Pi(s))) . (2.18)
II.4 Existuje konštanta λI taká, že pre všetky s, t ∈ T , kde t = s + 1 a



































) · (Qi,s − E(Qi,s| Ii(s))) . (2.20)
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Parametry λP a λI , ktoré predstavujú smernice regresnej priamky
v pŕıslušných reziduálnych grafoch, sú nezávislé na vývojovom roku s.
Vo väčšine pŕıpadov bude platit’ λP , λI ≥ 0 vzhl’adom na úvahy uvedené
v sekciách 1.3 a 1.4. Rovnice 2.18 a 2.20 vyjadrujú podmienené stredné hod-
noty vývojových faktorov ako súčet štandardného chain ladder vývojového
faktoru a korekčného výrazu, ktorý je funkciou oboch typov dát. Tento fak-
tor budeme analyzovat’ v nasledujúcej časti.
MCL model teda pozostáva z nezávislého predpokladu III.3 pre nehodové
roky, zvyčajných chain ladder podmienok I.1, I.2, II.1 a II.2 pre vyplatené
a vzniknuté straty a predpokladov I.4 a II.4, ktoré popisujú závislost’ vy-
platených a vzniknutých vývojových faktorov na (I/P) a (P/I) podieloch,
v tomto porad́ı.
2.2.2 Analýza predpokladov modelu
V tejto časti sa budeme bližšie zaoberat’ MCL modelom a rovnicami z I.4 a
II.4, kde budeme uvažovat’ pŕıpad, že λP , λI ≥ 0.






, tj. vývojový faktor vzniknutých
škôd použ́ıvaný na predikciu škôd od času s do t v nehodovom roku i, je
monotónne rastúca lineárna funkcia (P/I) podielu Qi,s. Toto ukazuje, že
pozorovania z praxe (vid’ sekcia 1.2) sme vyjadrili ako teoretické predpo-
klady. Teda rovnica 2.18 vyjadruje podmienenú strednú hodnotu ako súčet
obvyklého chain ladder vývojového faktoru f Is→t a korekčného výrazu, ktorý
je lineárny v Qi,s. Tri zložky korekčného faktoru je možné interpretovat’ na-
sledovne:
• Faktor λI je bežný (tj. nezávislý na i i na s) korelačný koeficient re-
zidúı vývojových faktorov a rezidúı (P/I) podielov ako ukážeme nižšie.
Preto budeme λI nazývat’ korelačný faktor alebo korelačný parameter.
Hodnota λI je zvyčajne medzi 0 a 1 a meria závislost’ vývojových fak-
torov na (P/I) podieloch. Ak v dátach nepozorujeme závislost’ potom
je λI ≈ 0 a priemerné vývojové faktory sú odhadované ako v SCL
metóde.
• Faktor smerodajnej odchýlky je podiel podmienených smerodajných
odchýliek vzniknutých vývojových faktorov a súčasného (P/I) po-
dielu. Spôsobuje výchylky (P/I) podielov od priemeru, ktoré možno
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nazývat’ aj odchýlky od vývojových faktorov. Č́ım väčšia je smero-
dajná odchýlka vývojového faktoru, tým pravdepodobneǰsia je značná
odchýlka od priemeru a teda korekčný faktor sa tiež zväčšuje. Č́ım
menšia je smerodajná odchýlka (P/I) podielu, tým netypickeǰsie budú
značné odchýlky od priemeru a znovu sa bude hodnota korekčného
faktoru zvyšovat’.
• Lineárny člen Qi,s − E(Qi,s| Ii(s)) obsahuje i odhady (P/I) podielu.
Nadpriemerné hodnoty súčasných (P/I) podielov korigujú vývojové
faktory smerom nahor, naopak podpriemerné hodnoty súčasných po-
dielov ich korigujú smerom nadol. Č́ım viac sa bude súčasný (P/I)
podiel posúvat’ od priemeru, tým väčšia bude hodnota korekčného fak-
toru. Ak je (P/I) podiel priemerný, použitý vývojový faktor bude tiež
priemerný, ako pri využit́ı SCL metódy.
Vyššie uvedené vzt’ahy pre vzniknuté vývojové faktory a (P/I) podiely
možno samozrejme aplikovat’ i na vyplatené vývojové faktory a (I/P) po-
diely.
Korelačné parametre λP a λI predstavujú spojnicu medzi trojuholńıkom
vyplatených škôd a trojuholńıkom škôd vzniknutých. Hodnota týchto para-
metrov indikuje mieru, ktorou je vývoj vyplatených a vzniknutých strát
ovplyvnený, čo je dôvod prečo majú tieto parametre výrazný vplyv na
výšku konečného odhadu. Reziduálny pŕıstup nám umožnil uvažovat’ všetky
vývojové roky spolu, tj. poskytol nám dostačujúce množstvo dát, ich odhad
je relat́ıvne stabilný. V tomto zmysle MCL metóda čeli druhému z troch
problémov zo sekcie 1.3.1.
Ak označ́ıme reziduá (I/P) a (P/I) podielov ako X a reziduá vývojových
faktorov ako Y , z reziduálnych rovńıc I.4 a II.4 dostávame vzt’ah
E(Y |X) = λ ·X,
pre náhodné veličiny X a Y a skalár λ ∈ R. Z tejto rovnice následne
dostávame pre kovarianciu X a Y vzt’ah
Cov(X, Y ) = Cov(X,E(Y |X)) = λ ·Var(X).
S využit́ım značenia σ(X) :=
√
Var(X) a σ(Y ) :=
√
Var(Y ), obdrž́ıme
vzt’ah pre korelačný koeficient Corr(X, Y ) náhodných velič́ın X a Y v tvare
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Corr(X, Y ) = λ · σ(X)
σ(Y )
.
Ked’že X a Y sú štandardizované, plat́ı, že σ(X) = σ(Y ) = 1, teda
λ = Corr(X, Y ). Dostávame teda, že λ parametry MCL modelu a ko-







































kde nepouž́ıvame reziduálne výrazy.
Uvedený postup popisuje mechanizmus, ktorý rieši tret́ı problém v sekcii
1.3.1: slabé korelácie vo vyplatených a/alebo vzniknutých reziduálnych gra-
foch poskytujú malé λP a/alebo λI , MCL projekcie sa teda len málo od-






V tejto kapitole najskôr uvedieme detailný popis všetkých odhadov parame-
trov potrebných pre MCL metódu a predtým než ukážeme kompletnú MCL
kalkuláciu na konkrétnom pŕıklade poṕı̌seme problémy, s ktorými je možné
sa stretnút’ v praxi.
3.1 Odhady parametrov
Vo výpočte rezidúı a vývojových faktorov budeme využ́ıvat’ odhady jed-
notlivých parametrov MCL modelu i klasickej SCL metódy, ktoré v nasle-
dujúcich sekciách uvedieme. Nech znovu t = s + 1.
3.1.1 Parametre klasickej chain ladder metódy
Pre vývojový faktory fs→t pre s = 0, ..., n − 2, použijeme obvyklý chain
















V d’aľsom texte však budeme opät’ rozlǐsovat’ vývojové faktory škôd vznik-
nutých f Is→t a škôd vyplatených f
P
s→t. Ich odhady - analogické s (1.8) a
resp. s (1.10) źıskame prostým dosadeńım do obecného vzt’ahu (3.1) pre
s = 0, ..., n−2 a aplikovańım na správne dáta bud’ trojuholńıka vyplatených






































V pŕıpade, že uvažujeme vzniknuté a vyplatené škody separátne, dostávame






























Uvedieme ešte formulu pre strednú kvadratickú chybu (MSE - Mean Square
Error) odhadu rezervy v chain ladder metóde ako mieru neistoty obsiahnutej
v dátach. Podrobné odvodenie výsledného vzt’ahu je uvedené v [4]. MSE
možno považovat’ za vhodný porovnávaćı ukazovatel’, či sú výsledky jednej


















kde R̂i predstavuje odhad rezervy pre vývojový rok i tj. označenie výrazu
(1.1).
3.1.2 Parametre MCL metódy
Aby sme mohli spoč́ıtat’ podmienené reziduá (P/I) a (I/P) podielov, potrebu-
jeme odhady podmienených stredných hodnôt Ê(Qi,s| Ii(s)) a Ê(Q−1i,s |Pi(s))
a podmienených smerodajných odchýliek σ̂(Qi,s| Ii(s)) a σ̂(Q−1i,s |Pi(s)).
Zobecneńım podmienky II.1 z chain ladder modelu pre vzniknuté škody sa
dostávame k úvahám, že E(Qi,s| Ii(s)) je konštantná. Z podmienky II.2 nám
analogickým spôsobom vyplýva záporná korelácia podmieneného rozptylu
(P/I) podielu na rozsahu vzniknutých škôd, tj. so zvyšujúcim sa počtom
škôd, rozptyl (P/I) podielu klesá. Pre s = 0, ..., n− 1 teda dostávame odhad















E(Qi,s − E(Qi,s| Ii(s)))2
=
√


















Ij,s · (Qj,s − q̂s)2 (3.4)
pre s = 0, ..., n − 2. Z vyjadrenia (3.4) je zrejmé, že ρ̂Is je nezávislé na
nehodovom roku i.
Tieto úvahy pre (P/I) podiely možno analogicky aplikovat’ na podmienené
stredné hodnoty a rozptyly (I/P) podielov, kde v súlade so špecifickými












pre E(Q−1i,s |Pi(s)) a
ρ̂Ps√
Pi,s











Pj,s · (Q−1j,s − q̂−1s )2. (3.5)
Vychádzame z predpokladu, že obe podmienené stredné hodnoty
E(Qi,s| Ii(s)) a E(Q−1i,s |Pi(s)) sú konštantné. Táto podmienka však im-
plikuje, že i Qi,s nadobúda konštantné hodnoty, čo je v rozpore s reali-
tou. Z toho dôvodu nie je možné uvažovat’ uvedené predpoklady. Muśıme
uvažovat’ zložiteǰsiu štruktúru závislosti podmienených stredných hodnôt na
Ii(s) a Pi(s).
Pri spracovańı vhodných dát je možné odhadnút’ E(Qi,s| Ii(s)) priemero-
vańım cez (P/I) podiely Qj,s tých vývojových rokov, pre ktoré je Ij(s)
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zhodné alebo podobné1 s Ii(s). Ak sa v danom nehodovom roku Ij(s) výrazne
odlǐsuje od Ii(s), je vhodné hodnoty daného vývojového roku nebrat’ v úvahu
a vylúčit’ ich z výpočtu. Tieto úvahy si vyžadujú analogický pŕıstup k od-
hadu E(Q−1i,s |Pi(s)). Daný postup nám umožňuje odhadovat’ podmienené
stredné hodnoty, ktoré sú individuálne pre každý nehodový rok. Aplikácia
poṕısaného postupu však bude vel’mi záležat’ na źıskaných dátach, môže sa
dokonca stat’, že využitel’nost’ bude obmedzená na prvé vývojové roky roz-
siahleho trojuholńıka.
Pre podmienené smerodajné odchýlky je situácia obdobná. Pri vhodných
dátach je možné uvažovat’ štruktúru závislosti podmienených rozptylov Qi,s
a Q−1i,s na Ii(s) a Pi(s).
Pre zrozumitel’nost’ a jednoduchost’ nasledujúceho výkladu sa budeme držat’
horeuvedených (hrubých) odhadov. To je však možné len dovtedy, kým sú
E(Qi,s| Ii(s)) a E(Q−1i,s |Pi(s)) skutočne nekonštantnými funkciami Ii(s) a
Pi(s).




|Pi(s)) , Res( Ii,tIi,s | Ii(s)) , Res(Q
−1
i,s |Pi(s)) , Res(Qi,s| Ii(s))
źıskané poṕısaným spôsobom označ́ıme ako
R̂es(Pi,t), R̂es(Ii,t) , R̂es(Q
−1





























Pre korelačné koeficienty λP a λI použijeme odhady minimalizujúce strednú
kvadratickú odchýlku súradńıc y bodov reziduálneho grafu od regresnej
priamky prechádzajúcej počiatkom so smernicou λP alebo λI :
1Termı́nom ”podobné” je v tomto kontexte chápané, že hodnota Ij,s by mala byt’ bĺızka
hodnote Ii,s alebo individuálny vývojový faktor
Ij,s
Ij,s−1








































V pŕıpade, že sa vývoj v trojuholńıku uzavrie po menej ako n rokoch, index
s bude nadobúdat’ hodnoty len do konca roku, v ktorom sa vývoj uzavrie.
Zafixovańım vývojového roku s v odhadoch pre λP a λI a sč́ıtańım len cez i
źıskame odhady pre λ parametre. Hodnoty λ parametrov môžu pre jednotlivé
vývojové roky náhodne koĺısat’ a vykazovat’ nejasné trendy, v dôsledku čoho
by mohlo dôjst’ k narušeniu predpokladov MCL modelu. Takáto situácia
často nastáva v praxi. Fluktuácia v týchto č́ıslach taktiež poukazuje na vo-
latilitu odhadov pre jednotlivé vývojové roky. Pri zvážeńı uvedených argu-
mentov sa zdá byt’ vhodným riešeńım prechod k výpočtu, ktorý uvažuje
všetky vývojové roky ako celok ako v pŕıpade reziduálneho pŕıstupu k MCL
metóde.
Vzhl’adom k predpokladom I.4 a II.4, nakoniec dostávame rekurźıvne for-
mule
P̂i,t := P̂i,s ·
(










Îi,t := Îi,s ·
(









pre s ≥ n−i s počiatočnými hodnotami P̂i,s := Pi,s a Îi,s := Ii,s pre s = n−i.
51
3.1.3 Odvodenie variability MCL modelu a aplikácia
vo výpočte MSE
Na rozdiel od SCL modelu, MCL model predstavený v článku [7] neuvádza
variability výsledných odhadov. V nasledujúcej sekcii si preto vzt’ahy pre
variabilitu MCL modelu odvod́ıme a následne spoč́ıtané odhady využijeme
vo výpočte strednej kvadratickej chyby MCL modelu. Budeme vychádzat’ z
lineárneho regresného modelu z práce [1].
Uvažujme regresný model s regresnou funkciou, ktorá je lineárnou kom-
bináciou parametrov modelu:
Yi = xi,1βi + ... + xi,kβk + εi, i = 1, ..., n
tj. zaṕısané maticovo
Y = Xβ + ε,
kde Y = (Y1, ..., Yn)
> je vektor vysvetl’ovaných pozorovańı, X = (xij) re-
gresná matica typu n x k, k < n, β = (β1, ..., βk)
> je vektor neznámych
parametrov a ε = (ε1, ..., εn)
> je chybový vektor, pre ktorý plat́ı
Eε = 0 a Varε = σ2I, kde I predstavuje jednotkový vektor a σ2 označuje
rozptyl složiek vektoru ε.
V poṕısanom regresnom modeli odhadneme parameter β metódou




K odvodeniu variability využijeme nasledovný vzt’ah
Ŷ = Xb = X(XX>)−1XY.
Ďalej plat́ı
Var(Ŷ) = X(XX>)−1X Var(Y) = σ2X(XX>)−1X. (3.8)
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Kombináciou l’avej strany a variability z podkladovej regresie dostávame


































Dosadeńım práve odvodených vzt’ahov pre variabilitu MCL modelu do for-

















kde σ̂MCLs→t predstavuje variabilitu MCL modelu (3.12) resp. (3.13) a (f̂
MCL
s→t )
predstavuje vyjadrenie (2.18) resp. (2.20).
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3.2 Špeciálne situácie
3.2.1 Nulové alebo vel’mi ńızke vyplatené škody
V pŕıpade, že pre dané portfólio sú v prvých vývojových rokov kumu-
lat́ıvne vyplatené škody ńızke, (štandardný) chain ladder výpočet založený
na trojuholńıku vyplatených škôd mnohokrát poskytuje relat́ıvne ne-
použitel’né prognózy pre budúce vývojové roky. Ich úrovne výrazne závisia
na fluktuáciách v súčasných vyplatených hodnotách a IBNR rezerva sa často
zdá byt’ vel’mi ńızka. V pŕıpadoch, kedy neboli vyplatené žiadne škody, chain
ladder metóda obvykle poskytne absurdnú nulovú prognózu pre hodnoty vy-
platených škôd i na nasledujúce obdobia.
Tento problém v MCL metóde neexistuje v pŕıpade, že aspoň vzniknutá
strata alebo korelačný koeficient vyplatených škôd sú normálne rozdelené.
Túto úvahu vhodne demonštruje rekurźıvna formula pre projekciu vypla-
tených strát z predchádzajúcej sekcie.
P̂i,t = P̂i,s ·
(


















Toto vyjadrenie ukazuje, že hodnota predikovaná pre Pi,t je silne ovplyvnená
odhadom Ii,s a čiastočne i odhadom Pi,s, za podmienky, že hodnota vypla-
teného odhadu je ńızka. Jeho hodnota však úplne nezmizne, ked’ je aktuálna
hodnota Pi,n−i nulová.
Ak je súčasná kumulat́ıvna hodnota vyplatených škôd extrémne ńızka alebo
dokonca nulová, hodnota vyplatených škôd predikovaná MCL metódou
záviśı primárne na súčasnej hodnote škôd vzniknutých. V praxi, za pod-
mienky, že vzniknuté škody sú normálne rozdelené veličiny, MCL odhady
źıskané pre konečné hodnoty vyplatených škôd sú pomerne realistické.
V tomto pŕıpade výška vyplatených škôd nezohráva žiadnu úlohu, na rozdiel
od jej vplyvu v SCL metóde.
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3.2.2 Vyhladzovanie a extrapolácia v pŕıpadoch, kedy
je vývoj neukončený
V situáciách, kedy je vývoj v skorých nehodových rokoch stále neukončený
nastáva niekol’ko problémov.
• Pre posledné vývojové roky použ́ıvame slabú dátovú základňu pre
odhadovanie niekol’kých parametrov, konkrétne vývojových fakto-
rov, (P/I) podielov a parametrov rozptylu. Podobné problémy však
nastávajú i v trojuholńıkoch, kedy je vývoj ukončený. V týchto
pŕıpadoch majú parametre naviac slabý vplyv na finálny výsledok.
• Ak vývoj nie je ukončený pred posledným vývojovým rokom troj-
uholńıka, zvyčajne sa použijú tzv. ”tail” faktory. ”Tail” faktory
zohl’adňujú vývoj škôd v obdob́ı od času posledných známych hodnôt
do času konečného stanovovania rezervy. Hodnoty týchto faktorov sa
odhadujú obozretne s použit́ım matematicko-̌statistických metód a
na základe individuálnej skúsenosti jednotlivých poist’ovńı. Pri tejto
metóde ale nemuśı byt’ dosiahnutý súlad medzi vyplatenými a vznik-
nutými predikciami.
V pŕıpade potreby sa tieto problémy často riešia použit́ım vhodných re-
gresných metód na vyhladenie všetkých potrebných parametrov posledných
vývojových rokov a ich extrapolovańım cez známe vývojové roky. Možno
pritom použit’ fakt, že (P/I) podiely obecne monotónne rastú od 0 do 1 a že
parametry ρ a σ v posledných vývojových rokoch obecne loglineárne klesajú.
3.3 Aplikácia výpočtu na konkrétne dáta
V poslednej časti práce ukážeme aplikáciu oboch výpočtov, SCL i MCL
metódy na reálne dáta. Použité dáta pochádzajú z odvetvia poistenia mo-
torových vozidiel v obdob́ı od roku 2002 do roku 2009 z portfólia poist’ovne
”ABC”. Budeme uvažovat’ 32 obdob́ı vzniku a 32 vývojových obdob́ı.
Časovým obdob́ım teda budú 3 mesiace. Najskôr uskutočńıme jednotlivé
výpočty tak ako sú poṕısané v teoretickej časti práce, potom ukážeme
výpočet v praxi, ktorý spoč́ıva v modifikácíı vývojových faktorov. Samotný
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výpočet je modelovaný v excelovskom súbore, ktorý je pŕılohou tejto práce.
Zameriame sa predovšetkým na výstupy modelu a zhodnotenie výsledkov.
Najskôr uvedieme percentuálne hodnoty (P/I) podielov známych hodnôt.
Obrázok 3.1: (P/I) podiely známych hodnôt
Je možné pozorovat’, že približne od dvanásteho vývojového obdobia sa hod-
noty približujú a zotrvávajú okolo hodnoty 100%. Možno teda konštatovat’,
že dáta vykazujú podobný trend správania sa ako dáta na obrázku 1.1, ktoré
použili autori [7].
Po spoč́ıtańı potrebných parametrov, postupne doplńıme trojuholńıky na
štvorce, najskôr SCL a následne MCL metódou. Spoč́ıtame podiely odha-
dovaných hodnôt a doplńıme ich do grafu. Porovnáme odhadované podiely
(zvýraznené červenou farbou) pre SCL a MCL metódu.
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Obrázok 3.2: (P/I) podiely vrátane predpoved́ı - SCL
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Obrázok 3.3: (P/I) podiely vrátane predpoved́ı - MCL
Z obrázkov je vidiet’, že pri použit́ı SCL metódy hodnoty nedosahujú tak
výrazneho rozptýlenia ako v pŕıpade na obrázku 1.2, dokonca takmer ne-
presahujú hranicu 100%. Naopak pri MCL výpočte v poslednom vývojovom
obdob́ı možno pozorovat’ výrazne rozptýlenie podielov až ku hranici 150%.
V pŕıpade, že nebudeme uvažovat’ posledné vývojové obdobie, MCL dosa-
huje lepšie výsledky. Na obrázkoch 3.2 a 3.3 je však obtiažne pozorovat’
menšie rozdiely v hodnotách, ukážeme preto podrobneǰsie (P/I) podiely pre
posledný a predposledný vývojový rok a porovnáme metódy.
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Obrázok 3.4: (P/I) podiely v percentách pre predposledné vývojové obdobie
- porovnanie SCL a MCL
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Obrázok 3.5: (P/I) podiely v percentách pre posledné vývojové obdobie -
porovnanie SCL a MCL
Je možné vidiet’, že v predposlednom vývojovom obdob́ı poskytuje MCL
priazniveǰsie výsledky ako SCL, v poslednom obdob́ı sa však MCL zhoršuje,
ako už bolo možné vidiet’ i z obrázku 3.3. Zhoršenie oproti predpo-
slednému obdobiu je však extrémne. Pokúsime sa preto vysvetlit’ pŕıčinu
tak extrémneho skoku práve v posledných troch mesiacoch.
Uvažujme hypotézu, že tak výrazné rozptýlenie (P/I) podielov odhadnutých
hodnôt pre posledné vývojové obdobie v MCL metóde vzniká v dôsledku
použitých dát. Pre lepšiu názornost’ sa zameriame na zadané dáta pre
posledné vývojové obdobia:
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Obrázok 3.6: Konkrétne dáta pre jednotlivé trojuholńıky
Možno si všimnút’, že rozdiel medzi súčtom vzniknutých škôd a súčtom vy-
platených škôd pre tridsiate vývojové obdobie je minimálny. Rozdiely medzi
jednotlivými hodnotami pre tridsiate vývojové obdobie sú tiež vel’mi malé.
Pri porovnańı s celkovými objemami škôd možno dokonca povedat’, že roz-
diely sú zanedbatel’né. V dôsledku tak malých rozdielov medzi vzniknutými
a vyplatenými škodami v tridsiatom vývojovom obdob́ı možno následne pri
výpočte odhadu parametru ρ̂I30
2
(vid’ 3.4), resp. parametru ρ̂P30
2
(vid’ 3.5) po-
zorovat’, že jednotlivé sč́ıtance (Ij,30 ·Qj,30 − q̂30)2, resp. (Pj,30 · (Q−1j,30 − q̂−130 )2
pre j = 1, 2 nadobúdajú vel’mi ńızke hodnoty. Pre porovnanie ukážeme jed-
notlivé sč́ıtance i pre ostatné vývojové obdobia.
Obrázok 3.7: Jednotlivé sč́ıtance (Ij,30 · Qj,30 − q̂30)2, resp. (Pj,30 ·
(Q−1j,30 − q̂−130 )2
Je zrejmé, že hodnoty pre tridsiate vývojové obdobie sú niekol’konásobne
nižšie ako hodnoty pre predchádzajúce vývojové obdobia. Dôsledkom sú
samozrejme i ńızke hodnoty výsledných odhadovaných parametrov ρ̂I30, resp.
ρ̂P30 ako je zrejmé z obrázku 3.8.
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Obrázok 3.8: Odhady parametrov ρ̂Is, resp. ρ̂
P
s pre jednotlivé vývojové ob-
dobia
Bezprostredným dôsledkom takýchto hodnôt sú extémne konečné odhady
škôd v poslednom vývojovom obdob́ı, ako je zrejmé z formúl 3.6 a 3.7.
Ďalej uvedieme reziduálne grafy pre MCL metódu.
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Obrázok 3.9: Diagram vyplatených rezidúı
Body grafu vykazujú korelačný koeficient 30,36% a regresná priamka
prechádzajúca počiatkom má smernicu 0,31.
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Obrázok 3.10: Diagram vzniknutých rezidúı
Pre diagram vzniknutých rezidúı korelácia vykazuje hodnotu 12,42% a pa-
rameter λ̂P sme odhadli hodnotou 0,12.
V porovnańı s dátami na obrázkoch 1.6 a 1.7 sú súčasné hodnoty výrazne
menej korelované.
Výsledná hodnota IBNR rezervy, spoč́ıtaná ako súčet rezerv (1.1) pre jed-
notlivé obdobia j, j = 1, ..., 32 nadobúda záporných hodnôt. Pre SCL
metódu dostávame hodnotu IBNR rezervy -12 232 910 a v pŕıpade MCL
metódy je výsledná hodnota rezervy rovná dokonca -55 775 652. Pŕıčinou
záporných hodnôt výsledných napoč́ıtaných rezerv je opät’ špecifická vlast-
nost’ použitých dát. V kumulat́ıvnom trojuholńıku vzniknutých škôd totiž
dochádza k situáciám, že v nasledovných vývojových obdobiach sú hod-
noty nižšie ako v predchádzajúcich vývojových obdobiach. Možnou pŕıčinou
špecifického správania sa dát môže byt’ skutočnost’, že výška nahlásených
škôd je v danom vývojovom obdob́ı nadhodnotená a v nasledujúcom obdob́ı
je nadhodnotenie odstránené. Dôsledkom sú hodnoty vývojových faktorov
menšie než 1 a výsledná záporná rezerva.
V pŕıpade, že by sme však namiesto formule (1.1) využili na výpočet IBNR
rezervy formulu
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max(0; X̂j,n−1 −Xj,n−j), j = 2, .., n = 32. (3.15)
dostávame výsledné IBNR rezervy vo výške 4 567 602 pre SCL metódu a
388 231 pre MCL metódu.
Uvedieme d’alej porovnanie strednej kvadratickej chyby pre obe metódy.
Z obrázku 3.11 je zrejmé, že stredná kvadratická chyba je mnohonásobne
nižšia u MCL metódy než pri využit́ı SCL metódy. Z toho je možné usudzo-
vat’, že MCL metóda je spol’ahliveǰsia než klasická SCL metóda.
Teraz ešte v krátkosti poṕı̌seme výsledky upraveného modelu pre použitie
v praxi. Úprava spoč́ıvala v ”pridańı” dodatočného st́lpca ”ultimate claims”,
ktorý navýšil odhady pre posledné vývojové obdobie o 1%. Došlo tiež k mo-
difikácíı vývojových faktorov. Praktický výpočet je poč́ıtaný odborńıkmi
v danej oblasti a preto je upravovaný na základe ich odborných znalost́ı
a skúsenost́ı. Aktuár podrobne sleduje zmeny jednotlivých vývojových fak-
torov s pribúdajúcimi obdobiami a v pŕıpade, že dochádza k výraznému
odchýleniu od predchádzajúcich hodnôt vývojový faktor následne uprav́ı
(napŕıklad zanedbańım extrémnych dát trojuholńıka). Pri väčšom množstve
použitých dát napŕıklad dochádza k znižovaniu váhy starš́ıch dát pri porov-
nańı s dátami zo súčasných obdob́ı vzniku.
V našom modeli sme sa pokúsili nasimulovat’ praktický výpočet. Spoč́ıtali
sme niekol’ko vývojových faktorov - bez zahrnutia 1. roku vzniku, 2. roku
vzniku atd’. až bez zahrnutia 7. roku vzniku, tj. sme zńıžili váhu hodnotám
z počiatočných rokov vzniku. Následne sme źıskané hodnoty spriemerovali
a upravili použit́ım zásady opatrnosti tj. odhady vývojových faktorov pre
vzniknuté škody sme mierne navýšili a odhadý vývojových faktorov pre
škody vyplatené sme mierne zńıžili.
Aplikáciou praktického výpočtu sme źıskali nasledovné hodnoty pre finálne
odhady IBNR rezervy: Využit́ım formule (1.1) dostávame hodnotu IBNR
rezervy vo výške 18 266 324 pre SCL metódu a -104 232 606 pre MCL
metódu a aplikáciou (3.15) dostávame nezmenenú hodnotu pre SCL metódu
a pre MCL metódu dostávame hodnotu 3 418 436. Je evidentné, že pre MCL
metódu vychádza praktický výpočet horšie než výpočet pôvodný, dochádza
i k výraznemu zńıženiu korelácie v reziduálnych grafoch. Odhad parametru
λ̂P vychádza 0,18 a λ̂I dosahuje hodnotu 0,03.
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Obrázok 3.11: Porovnanie MSE
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Záver
Ciel’om práce bolo predstavit’ Mńıchovskú chain ladder metódu - metódu
na odhad IBNR rezervy v neživotnom poisteńı. Vychádzali sme z klasickej
chain ladder metódy, najpouž́ıvaneǰsej metódy, ktorú sme predstavili v prvej
kapitole. Uviedli sme prinćıp výpočtu a poṕısali najzásadnešie problémy,
ktorými je zat’ažená. V snahe riešit’ systematickú chybu SCL metódy bola
navrhnutá MCL metóda, ktorá ponúka riešenie.
MCL metóda uvažuje korelácie medzi vzniknutými a vyplatenými škodami,
č́ım eliminuje systematickú chybu SCL metódy prameniacu z individuálńıho
výpočtu. MCL metódu sme poṕısali v druhej časti práce. Uviedli sme pred-
poklady modelu a následne sme vysvetlili prinćıp výpočtu.
Predmetom poslednej kapitoly boli odhady parametrov jednotlivých metód
a praktický výpočet rezervy s využit́ım reálnych dát. Výsledky výpočtu
však nezodpovedali vyloženej teórii. Odhady IBNR rezervy s využit́ım MCL
výpočtu vychádzali podstatne horšie ako výsledky SCL metódy. Zrejmou
pŕıčinou boli špecifické dáta, ktoré vykazovali ”netypické” vlastnosti pre-
dovšetkým v posledných obdobiach vývoja. Podstata netypickej vlastnosti
bola poṕısaná v tretej kapitole práce, spoč́ıvala v minimálnom rozdiele medzi
vzniknutými a vyplatenými škodami v predposlednom vývojovom roku.
Dôsledkom boli výrazne navýšené finálne odhady MCL metódy pre posledný
rok vzniku. Ak by sme však uvažovali hodnoty v predposlednom vývojovom
roku, MCL metóda nám poskytla lepšie odhady než SCL metóda. Grafické
porovnanie spomı́naných hodnot je uvedené v tretej kapitole.
U oboch metód sme uviedli a spoč́ıtali strednú štvorcovú chybu výpočtu,
ktorá je vhodným porovnávaćım prostriedkom. Výrazne nižšiu hodnotu MSE
sme dostali pri využit́ı MCL výpočtu, čo je dôkazom vyššej spol’ahlivosti
metódy.
Na použitých dátach sme sa pokúsili nasimulovat’ i ”reálny výpočet”
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poč́ıtaný v praxi. Simulovali sme úpravy vývojových faktorov, tak ako k
nim pristupujú odborńıci v danej oblati - aktuári. SCL metóda nám pri ta-
komto alternat́ıvnom postupe poskytla lešie výsledky ako při štandardnom
výpočte, MCL metóda naopak vykazála horšie výsledky.
Všeobecne možno zhodnotit’, že MCL metóda úspešne eliminuje chybu SCL
metódy, je založená na sofistikovaneǰsom a teda i zložiteǰsom prinćıpe. Na
praktickom výpočte sme však ukázali, že i MCL metóda má slabé stránky.
Rozhodnutie, či zvolit’ nenáročnú, ale chybou zat’aženú SCL metódu alebo
využit’ presneǰsiu, ale výpočetne mnohonásobne zložiteǰsiu MCL metódu je
na jednotlivých poist’ovniach a ich skúsenostiach.
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